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บทที่ 1.3 ระบบพิกัดและการแปลง 
                                 
1.3.1 ระบบพิกัดทรงกระบอก  (Circular  Cylindrical Coordinate System) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   ระบบพิกัดทรงกระบอก   เปนระบบที่ใชบอกตําแหนงของจุดในสเปซดวยพกิัด ( ρ , φ , Z ) หรือ    
(  r , φ , Z )  ดังรูป     โดย ρ หรือ r คือรัศมีของทรงกระบอก หรือระยะหางจากแกน  Z  
                                          φ    เปนมุมในระนาบ XY ที่วัดจากแกน X ไปยังแนว    ρ 
                                          Z   เปนระยะจากระนาบ XY ถึงจุดนั้น : จุด P( ρ , φ , Z )  จึงเปนจดุบน
ผิวทรงกระบอก 
เวกเตอรหนวยในระบบพิกัดทรงกระบอก            ประกอบดวย zaaa

vvv
,, φρ   ดังรูป  โดยที่จุดใดๆ 

          ρa
v   มีทิศชี้ไปตามการเคลื๋อนที่ ของจุดนั้น เมื่อ  ρ  เพิ่มขึ้น แต φ , Z คงที่ (แนวเพิ่มρ) 

          φa
v   มีทิศชี้ไปตามการเคลื๋อนที่ ของจุดนั้น เมื่อ φ  เพิ่มขึ้น แต ρ , Z คงที่ (แนวเพิม่φ) 

         za
v    มีทิศชี้ไปตามการเคลื๋อนที่ ของจุดนั้น เมื่อ Z  เพิม่ขึ้น แต ρ , φ  คงที่ (แนวเพิ่มZ) 

           จากรูปจะพิจารณาใดวา ρa
v และ  φa

v มีทิศทางตางกันไปสําหรับแตละจุด(ไมคงที่) แต za
v

คงที่ทั้งขนาดและทิศทาง(เปนเวกเตอรตวัเดยีวกับ za
v ในระบบพิกดัฉาก) เชนเดยีวกับ yx aa

vv
, และ

เวกเตอรหนวย zaaa
vvv

,, φρ  ณ จุดหนึ่งๆ จะมีทิศตั้งฉากซึ่งกันและกัน ดังนั้น 
     
                            ρa

v . ρa
v  = φa

v . φa
v =   za

v . za
v =  1 

                            ρa
v . φa

v = φa
v . za

v = za
v . ρa

v  =   0 
และ                    ρa

v x ρa
v = φa

v x φa
v =  za

v x za
v =  0 

                           ρa
v x φa

v = za
v , φa

v x za
v = ρa

v ,  za
v x ρa

v = φa
v  
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                           องคประกอบของเวกเตอรและพีชคณิตเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกระบอก 
                เวกเตอรๆ  Av  เขียนในรูปองคประกอบในระบบพิกัดทรงกระบอก ไดเปน 
                                zz aAaAaAA

vvvv
++= φφρρ    เมื่อ  

                               zZ aAAaAAaAA
vvvvvv

=== ,, φφρρ   เปนองคประกอบตามแนวของA
v  ตาม

แนวเวกเตอรหนวย zaaa
vvv

,, φρ  ตามลําดับ 
                จากการเขียนเวกเตอรในรูปองคประกอบเชนนี้ จะแสดงไดวา 
 
                       Av±B

v    = ( ) ρρρ aBA
v

± + ( ) φφφ aBA
v

± + ( ) zZZ aBA
v

±  
                       ZZ BABABABA ++=• φφρρ

vv  
 
                       BA

vv
×  = ( ) ρφφ aBABA ZZ

v
− + ( ) φρρ aBABA ZZ

v
− + ( ) zaBABA

v
ρφφρ −  

                        

                        BA
vv

×     =      
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Z

Z

z

BBB
AAA
aaa

φρ

φρ

φρ

vvv

  

       
                      m A

v  =  ( ) ( ) ( ) zZ amAamAamA
vvv

++ φφρρ  
                     2222

ZAAAAAA ++==• φρ

vv       และ  222
ZAAAA ++= φρ  

 
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกระบอกกับพิกัดฉาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวแปร     X = ρ COS φ                               ρ = 22 yx +  
                     Y =ρ SIN φ                    และ         φ = ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛− xy1tan  

                     Z =Z                                                   Z =Z 

( )zP ,,φρ•  z 

φ 

ρ 
 

x 

y 

za
v  

xa
v

 

ya
v  

ρa
v  

φa
v  
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เวกเตอรหนวย     xa

v =  COS φ pa
v - SIN φ φa

v                      pa
v = COS φ xa

v + SIN φ ya
v  

                            ya
v  = SIN φ pa

v  + COS φ φa
v     และ          φa

v =  -SIN φ xa
v + COS φ ya

v  
                             za

v = za
v                                                       za

v = za
v  

                          
ดังนั้น           pa

v . xa
v  = COS φ   , φa

v . xa
v =  -SIN φ , za

v . za
v =  0 

                   pa
v . ya

v = SIN φ      ,     φa
v . ya

v = COS φ   ,  za
v . ya

v = 0 
                   
                   pa

v . za
v =  0   ,    φa

v . za
v =  0   ,    za

v . za
v =  0 

การ  Dot   Product  ของเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกดัทรงกระบอกกับพิกดัฉากสรุปเปนตาราง
ไดดังนี ้

        pa
v       φa

v        za
v  

   xa
v  

   ya
v  

    za
v  

    COS φ 
    SIN φ 
        O 

  -SIN φ 
   COS φ 
       O 

     O 
     O 
      1 

 
องคประกอบของเวกเตอร 
Ax  = xaA

vv
•  =  COSφ pA . SINφ φA          และ     pA =  ρaA

vv
• = COSφAx + SINφAy  

Ay =  yaA
vv

• = SINφ pA + COSφ φA                        φA = φaA
vv

• =  - SINφAx + COSφAy  
zz AA
vv

=                                                                        zz AA
vv

=  
 
ตัวอยางที่ 1  จงเปลี่ยนจากเวกเตอร  Bv = zyx azaxay

vvv
+−   สูระบบพิกดัทรงกระบอก 

วิธีทํา         Bv ทรงกระบอก      =           ρρaB
v + φφaB

v + zz aB
v  

                                       ρB     =  •B
v

ρa
v = ( )ρaay x

vv
. - ( )ρaax y

vv
.  

                                                 =  Y COSφ  - X SINφ   =   ρ SINφ COSφ - ρ COSφSINφ = 0 
                                        φB  =   φaB

vv
• =  ( )φaay x

vv
. - ( )φaax y

vv
.  

                                               =  - Y SINφ   - X COSφ    =    -ρ SIN2 φ - ρCOS2φ   =   -ρ 
                                         ZB = zaB

vv
• = zaz

v  
                                    ∴  µÍºazaB z·Ã§¡ÃÐºÍ¡ ........

vvv
+−= φρ  
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ตัวอยางที่ 2 จงหาระยะหางระหวางจุด  P(10,90°,5)  กับจุด     (ก) A(15,90°,5)     (ข) B(10,270°,5)   
(ค) C(0,126°,4.83) 
วิธีทํา          P(10,90°,5)    =   P( x = ρ COSφ, y = ρ SINφ, z = z) 
                                          =  P(10 COS 90°, 10SIN 90°, 5) = P(0,10,5) 
 
                  A(15,90°,5)     =   A(0,15,5) 
                  B(10,270°,5)    =   B(0,-10,5) 
                  C(0,126°,4.83) =   C(0,0,4.83) 
 (ก) ระยะ PA  =  PA  = 15-10 = 5                      หนวย     ตอบ   
 (ข) ระยะ PB =  PB  =  1010 −−  = 20         หนวย     ตอบ   
(ค) ระยะ PC =  PC    ; PC = zx aa

vv
17.010 −−  

                          PC  = ( ) ( )22 17.010 −+−   ≅   10   หนวย      ตอบ 
 
1.3.2 ระบบพิกัดทรงกลม(Spherial  Coordinate  System) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ระบบพิกัดทรงกลม  เปนระบบที่ใชบอกตาํแหนงของจดุในสเปซดวยพกิัด  ( r , θ , φ ) ในลักษณะ
ดังรูป โดย  r   คือรัศมีของทรงกลม หรือเวกเตอรบอกตําแหนง ของจดุนั้น 
                  θ  เปนมุมในระนาบซึ่งตั้งฉากกับระนาบ   xy  และทํามุม φ ระนาบ   xy โดยวดัจาก
แกน   x  ไปยงัแนว r 
                 φ เปนมุมในระนาบ   xyโดยวดัจากแกน  xไปยังเงาของ  r  บนระนาบ   xy(หรือแนวρ) 
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เวกเตอรหนวยในระบบพิกัดทรงกลม  ประกอบดวย  ra
v  , θa

v , φa
v   ดังรูปโดยที่จุดใดๆ 

 
    ra

v  มีทิศชี้ตามทิศการเคลื่อนที่ของจุด P เมื่อ r  เพิ่มขึ้น;   θ, φ  คงที่(แนวเพิ่ม r) 
    θa
v มีทิศชี้ตามทิศการเคลื่อนที่ของจุด P เมื่อ θ  เพิ่มขึ้น;   r, φ  คงที่(แนวเพิ่มθ ) 

   φa
v มีทิศชี้ตามทิศการเคลื่อนที่ของจุด P เมื่อ  φ เพิ่มขึ้น;   r, θ  คงที่(แนวเพิ่ม φ) 

                 จากรูปจึงพิจารณาไดวา ra
v  , θa

v , φa
v  มีทิศทางตางกันไปสําหรับแตละจุด(ไมคงที่) แต 

ณ จุดหนึ่งๆ ra
v  , θa

v , φa
v  มีทิศตั้งฉากซึ่งกันและกัน ดังนั้น 

 
      ra

v . ra
v = θa

v . θa
v =  φa

v . φa
v  =  1                 ra

v . θa
v = θa

v . φa
v  = φa

v . ra
v =0 

และ ra
v x ra

v  = θa
v x θa

v  = φa
v x φa

v = 0              ra
v x θa

v = φa
v  ;  θa

v x φa
v = ra

v ;   φa
v x ra

v = θa
v  

 
องคประกอบของเวกเตอรและพีชคณิตของเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกลม 
                  เวกเตอรใดๆ ; A

v เขียนในรูปองคประกอบในระบบพิกดัทรงกลม ไดเปน 
    
               Av  = rr aA

v + θθaA
v + φφaA

v         เมื่อ rA   = A
v . ra
v , θA = A

v . θa
v , φA = A

v . φa
v  

               เปนองคประกอบของ Av  ตามแนวเวกเตอรหนวย ra
v , θa

v , φa
v ตามลําดับ  

               และในทํานองเดียวกับระบบพิกดัทรงกระบอก จากกการเขยีนในเทอมองคประกอบจะ
แสดงไดวา      Av rAB (=±

v
± rB ) ra

v +( θA ±  θB ) θa
v + ( ) φφφ aBA

v
±  

                        BA
vv

•  =  rA rB + θA θB + φA φB  

                        Av × B
v  =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φθ

φθ

φθ

BBB
AAA
aaa

r

r

r
vvv

  

                                     =  ( θA φB - φA θB ) ra
v +( φA rB - rA φB ) θa

v +( rA θB - θA rB ) φa
v  

                     Am
v  =  ( ) ( ) ( ) φθ φθ amAamAamAr r

vvv
++  

                            φθ 222 AAArA ++=  
 
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรในระบบพิกัดทรงกลมกับพิกัดฉากและพิกัดทรงกระบอก 
ตัวแปร    x =   r SINθCOSφ            ;   r = 222 ZYX ++  
                y = r  SINθSINφ               ;  θ    = COS-1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ 222 ZYXZ          

                Z  =   r COSθ                        ;  φ = tan-1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ xy       
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และ     ρ  = r SIN θ      ;       r = 22 zp +  

           φ  =     φ             ;      θ  =  tan-1(ρ/z) 
           z  =  r COSφ       ;      φ  =     φ 
 
เวกเตอรหนวย 
                           xa

v  =   SINθCOSφ ra
v  + COSθ COSφ θa

v - SINφ φa
v  

                            ya
v = SINθ SINφ ra

v + COSθ SINθ θa
v + COSφ φa

v  
                            za

v = COSθ ra
v - SINθ θa

v  
                            ra

v = SINθ COSφ xa
v + SINθ SINφ ya

v + COSθ za
v  

                            θa
v = COSθ COSφ xa

v + COSθ SINφ ya
v - SINθ za

v  
                            φa

v = - SINφ xa
v + COSφ ya

v   และ 
                            pa

v = SINθ ra
v + COSθ θa

v        ; ra
v = SINθ pa

v + COSθ za
v  

                            φa
v = φa

v                                       ; θa
v = COSθ pa

v - SINθ za
v  

                            za
v = COSθ ra

v - SINθ θa
v           ; φa

v = φa
v  

 
    องคประกอบของเวกเตอร 
 
Ax  = SINθ COSφAr + COSθ COSφ θA - SINφ φA  
Ay  = SINθ SINφAr + COSθ SINφ θA + COSφ φA  
Az = COSθAr - SINθ θA  
 
Ar = SINθ COSφAx + SINθ SINφAy + COSθAz  
θA = COSθ COSφAx + COSθ SINφAy - SINθAz  
φA = - SINφAx + COSφAy  

 
A ρ= SINθAr + COSθ θA       ; Ar = SINθA ρ+ COSθAz  
φA = φA                                      ; θA = COSθA ρ - SINθAz  

Az = COSθAr - SINθ θA       ; φA = φA  
การ Dot Product  ของเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพกิัดทรงกลมกับพกิัดฉากสรุปไดดังนี ้
 

P•  z 

x 

y 
ρ 
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 ra
v  θa

v  φa
v  

xa
v  

ya
v  

za
v  

SINθ COSφ 
SINθ SINφ 
COSθ 

COSθ COSφ 
COSθ SINφ 
- SINθ 

- SINφ 
COSφ 
      O 

 
ตัวอยางที่1    กําหนดเวกเตอร ( ) xaYXZG

vv
/= ในระบบพกิัดฉากใหเปนเวกเตอรในระบบพิกัด

ทรงกลม 
                        จาก  G    =   Gr   +   θG    +  φG  
                                Gr =  Gv . ra

v  = ( )YXZ / xa
v . ra

v = ( )YXZ /  SINθ COSφ 

                                      =  r SINθ COSθ
φ
φ

sin
cos 2

 

                             θG  = Gv . θa
v = ( )YXZ / xa

v . θa
v = ( )YXZ /  COSθ COSφ 

                                     =    r θ2cos
φ
φ

sin
cos 2

 

                             φG  =  Gv . φa
v   =  ( )YXZ / xa

v . φa
v  = ( )YXZ / (- SINφ) 

                             φG  = -r  COSθ COSφ 

   ดังนั้นG
v ทรงกลม =r SINθ COSθ

φ
φ

sin
cos 2

ra
v +r θ2cos

φ
φ

sin
cos 2

θa
v -r  COSθ COSφ φa

v  

                                 = r  COSθ COSφ( )φθφθφθ aaa r
vvv

−+ cotcoscotsin          ตอบ 
 
ตัวอยางที่2    จงหาเวกเตอร ซ่ึงเริ่มจากจุด (4,25°,15°) ถึงจุด (7,120°,75°) 
   วิธีทํา   แปลงจากพิกดัทรงกลมไปเปนพกิัดฉาก 
   กําหนดจุด  P(4,25°,15°)   เปน  P(x1,y1,z1) 
      และ จุด Q(7,120°,75°)  เปน Q(x2,y2,z2) 
  ที่จุด P     ;     x1  =   r  SINθCOSφ  =  4 SIN 25°COS 15° 

                                                                                                       =  4(0.4226).(0.9659)     =  1.633 
                         y1 = r SINθ SINφ     =  4(0.4226).(0.2588)     =  0.44 
                         z1 = r COSθ               =  4(0.9063)                   =   3.62 
ที่จุด Q       ;   x2    =   7 SIN 120°COS75° = 7(0.866).(0.2588)  =   1.56 
                       y2   =   7 SIN 120°SIN75°   = 7(0.866).(0.9659)  =   5.85 
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                       z2   =   7COS120°                         =    7(-0.5)                 =  -3.5 
เวกเตอรระหวางจุด P  และ Q มีคา = (x2-x1) xa

v +(y2-y1) ya
v +(z2-z1) za

v  
                                                        = (1.56-1.633) xa

v +(5.85-0.44) ya
v +(-3.5-3.62) za

v  
                                                        = -0.07 xa

v +5.41 ya
v -7.12 za

v     ตอบ 
 
ตัวอยางที่ 3   จงแปลงจุดพกิดั P(2,-1,3) ใหอยูในระบบพิกัดทรงกระบอก และทรงกลม 
วิธีทํา 
            ทรงกระบอก P(ρ,φ, Z)   ; ρ   = 22 YX +  = 5  

φ   =  tan-1(y/x)  =tan-1(-1/2)  =  333.4° 

z    =  3 
                                    ∴   P(2,-1,3)   =  P( 5 ,333.4°,3)                                  ตอบ 
        ทรงกลม P(r ,θ ,φ )    ; r = 222 zyx ++ = 14  
                                               θ = COS-1(Z/r ) = COS-1(3/ 14 ) = 36.7° 

                                                                               φ = tan-1 (y/x) = tan-1(-1/2)  =  333.4° 
                            ∴   P(2,-1,3)   =    P( 14 ,36.7°, 333.4°)                               ตอบ 
 
อนุพันธของปริมาตร พื้นผิว และเสน 
                เมื่อจุดพิกดั P ถูกขยายไปเปน (x+dx ,y+dy,z+dz)  หรือ  (r+dr, φ+dφ,z+dz)    หรือ 
(r+dr, θ+dθ,φ+dφ)  อนุพนัธของปริมาตร dv ยอมเกดิขึ้น สําหรับปริมาณจํากดัของผลตาง
ปริมาตรคือกลองสี่เหล่ียมมุมฉากทั้งระบบพิกัดซึ่งคา dv ในแตละระบบแสดงดังรูป 
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           จากรูปจะทราบขนาดพื้นที่ของแตละพื้นผิว  ซ่ึงแตละพื้นผิวจะกั้นอนุพนัธเชงิปริมาตรใน
ระบบพิกัดทรงกลมพื้นผิวทีจ่ะตั้งฉาก กับ ra

v คือ 
                          dS =  (r dθ)(r  SINθ dφ)  = r 2 SINθ dθ dφ 
            ผลตางเชิงเสน  dl คือเสนทะแยงมุมที่ผานจุด  P  ดังนั้น 
                                   2dl   =  222 dzdydx ++  
                                   2dl   =  222 dzddr ++ φ  
                                   2dl   =  222 φθ dddr ++  
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แบบฝกหัดทายบทที่ 1.3 
 
1. จงหาระยะทางระหวางจุด P(10,60°,90°) กับจุดตอไปนี ้
  (ก) A(5, 60°,90°)       (ข) (10,120°,270°)       (ค)   C(10, 60°,270°) 
คําตอบ    (ก) PA = 5     (ข)  PB =  20     (ค)    PC  =   17.32 
 
2. จงเขียนสนามอุณหภูมิ  T= 240+Z2-2XY   เปนระบบพิกัดทรงกระบอก และทรงกลม  
คําตอบ      (2.1) T = 240+Z2  - ρ2 SIN2φ             (2.2)  T = 240+r 2 -r 2SIN2θ(1+SIN2φ) 
         โดย COS A SIN A = (1/2) SIN2A 
 
3. จงเขียนสนามเวกเตอร ( ) yayxw

vv
−=  เปนระบบทรงกระบอกและทรงกลม 

คําตอบ  (3.1) wv = ρ(COSφ-SINφ)( SINφ pa
v + COSφ θa

v ) 
              (3.2) wv =  r  SINθ( COSφ-SINφ)( SINθ SINφ ra

v + COSθ SINφ θa
v + COSφ φa

v ) 
 
4. จงหาความหนาแนนทีจุ่ด P(-2,-5,1) ถาความหนาแนนมีคาตามสมการ 
(ก) ( )φρ 23 cos2

2

+−ze           (ข)  ( )φθθ cossincos52/ ++−rre  
 คําตอบ  (ก)  8.66     (ข) 1.706 
 

5. จงแปลง zx a
yx

xyaxayA
vvv

22

2

+
++=      ใหเปนระบบพิกัดทรงกระบอก 

     คําตอบ   ( ) zr ararrarA
vvv

φφφφφ φ
222 cossincoscossin2 +−+=               

6.จงแปลงเวกเตอรแตละตัวตอไปนี้สูระบบพิกัดทรงกระบอกที่จุดที่กําหนดให  
 
(ก)  xa

v
5 ที่ P(ρ=4,φ=120°,Z=2)     (ข) xa

v
5  ที่Q(X=3,Y=4,Z= -1) 

(ค) zyx aaa
vvv

424 −− ที่ A(X=2,Y=3,Z=5) 
คําตอบ  zaaaaaaa

vvvvvvv
444.4555.0;43;33.450.2 −−−−−− φρφρρ φ  

 
7. กําหนดจุด A(X=2,Y=3,Z= -1)  และ    B(r =4, θ=25°,φ=120°)       จงหา 
(ก) คาระบบพิกัดทรงกลม ของA  (ข) คาระบบพิกัดฉากของB  (ค)ระยะทางจาก A ถึง B 
คําตอบ  r =3.74, θ=105.5° , φ=56.3°;X=-0.845,Y=1.464,Z=3.63;5.64 


